Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project andhelping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite seveie. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //books .google. com| 



4 




■i^— eBW»W^^^ff8»!!g^" ^"^W»MWi—g 



MMBNHMJid 



bits 



• \ 



/ 



► 



f» 



X 



.THÉORIE 



DES NOMBRES IRRATIONNELS, 



DES UMITES ET DE LA CONTINUITÉ 



6 INTRODUCTION 

laquelle je fais une place à part, parce qu'elle joue dans 
toute la théorie un rôle prédominant, comme une simple 
réflexion le montre : la notion de différence est en effet 
la forme précise de la notion vague de rapprochement, de 
voisinage, qui domine nécessairement toute étude où il 
s'agit du continu ; or, le rôle des nombres irrationnels est 
précisément de servir à construire le continu, en comblant 
les lacunes que présente l'ensemble des nombres ration- 
nels. L'ordre classique des quatre règles : addition, sous- 
traction, multiplication, division, qui est le seul logique 
en arithmétique,, ne s'impose plus lorsqu'il s'agit des 
nombres irrationnels. Au contraire, en me bornant, 
comme je le fais, à définir la différence (V), j'ai tout ce 
qu'il faut pour établir le célèbre théorème de Cauchy 
(condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite ait 
une limite) ; à l'aide de ce théorème et de quelques autres 
analogues (VI), j'établis, sous le nom de principe d'exten- 
sion (IX), une proposition générale d'où résultent comme 
cas particuliers les définitions de la somme, du produit, 
du quotient de deux nombres [ainsi que, un peu plus 
loin (XIII), la définition de ai"]. Ces notions se trouvent 
ainsi définies en bloc, et, ce qui est plus important en- 
core, la justification des règles de calcul algébrique se 
fait également en bloc (X), au lieu d'exiger un raison- 
nement spécial pour chaque règle. 

D'ailleurs, la notion de différence elle-même n'est pas 
indispensable pour définir la notion générale de limite. 
C'est là un fait masqué par l'habitude invétérée d'écrire : 
X — e, a: -t- e, là OÙ il suffit de dire : tout nombre infé- 
rieur, tout nombre supérieur à x. Cette remarque n'a pas 
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seulement, à mon avis, un simple intérêt de curiosité : 
certains raisonnements sur les limites me paraissent plus 
faciles à saisir en adoptant la forme de définition que je 
donne au § 12, basée simplement sur la notion d'ensemble 
ordonné. 

Dans le même ordre d'idées, je crois avantageux de 
définir les bornes supérieure et inférieure d*un ensemble, 
immédiatement après avoir défini les nombres irration- 
nels. Cette manière de faire permet de substituer tout de 
suite et définitivement à la notion de coupure la notion 
plus générale et plus maniable de borne d'un ensemble: 
on remarquera que, après la Section II, il n'est plus fait 
aucun usage de la notion de coupure sous sa forme primi- 
tive. 

J'estime enfin qu'il n'y a pas intérêt à ajourner la défi- 
nition d'un mot, lorsqu'on se sert déjà depuis longtemps 
de la chose que ce mot représente ; c'est pourquoi j*intro- 
duis le plus tôt possible les notions de fonction et de con- 
tinuité (VII). La notion de fonction est déjà impliquée 
dans la notion d'opération, et rien n'oblige de considérer 
les fonctions d'une seule variable comme plus simples 
que les fonctions de plusieurs variables ; c'est plutôt le 
contraire qui est vrai, car la première fonction que chacun 
a vue, c'est la somme de deux nombres entiers. 

En définitive, je me suis efforcé d'ordonner les diffé- 
rentes matières que je traite de manière à éviter les 
redites et à n'utiliser autant que possible, comme propo- 
sitions intermédiaires, que des théorèmes ayant leur 
place marquée en mathématiques. 

Je me suis placé au point de vue de l'Analyse pure ; 
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mais il est certainement avantageux, dans renseignement, 
d'éclairer une théorie aussi abstraite par une image géo- 
métrique (points sur une droite indéfinie). Il sera facile, 
sans rien changer à Tordre suivi, de compléter la théorie 



à cet égard. 
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DÉFINITION DES NOMBRES IRRATIONNELS 

1. Rappelons les propriétés suivantes de l'ensemble des 
nombres rationnels : 

i^ De deux nombres rationnels différents, l'un est plus petit 
que l'autre; si a, ô, c sont trois nombres rationnels tels que 
a <i by b <C c, on a a <] c Ces faits s'expriment en disant 
que l'ensemble des nombres rationnels est ordonné. 

i® a étant rationnel, il y a une infinité de nombres ration- 
nels inférieurs à a, et aucun d'eux n'est supérieur à tous les 
autres ; il y a une infinité de nombres rationnels supérieurs à a, 
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et aucun d'eux n'est inférieur à tous les autres ; si a et ô sont 
rationnels et si a < 6, il y a une infinité de nombres ration- 
nels c tels que a <^c <^b. 

2. On dit qu'on effectue une coupure dans l'ensemble des 
nombres rationnels si Ton partage cet ensemble en deux classes 
telles que tout nombre de la première est inférieur à tout nom- 
bre de la seconde. Il ne peut se présenter alors que l'un des 
trois cas suivants: 

!• Dans la première classe existe un nombre supérieur à tous 
les autres. Soit a ce nombre : tout nombre de la première 
classe est ^ a. Tout nombre de la seconde est > a,, puisque a 
est de la première. 

Un nombre rationnel < a ne peut faire partie de la seconde 
classe, sans quoi il serait > a ; donc il fait partie de la pre- 
mière. 

Ainsi, la première classe est Tensemble des nombres ration- 
nels < a ; par suite, la seconde est l'ensemble des nombres ra- 
tionnels > a : elle ne contient pas de nombre inférieur à tous 
les autres. 

2o L'hypothèse du cas l** n'est pas réalisée, c'est-à-dire qu'il 
n'y a pas dans la première classe de nombre supérieur à tous les 
autres ; mais on suppose qu'il existe dans la seconde un nombre a 
inférieur à tous les autres. On reconnaît que la première classe 
est l'ensemble des nombres rationnels < a, la seconde est l'en- 
semble des nombres rationnels > a. 

Les cas 1° et 2° sont évidemment réalisables. 

3® Aucune des hypothèses 1° et 2** n'est réalisée. C'est donc 
que la première classe ne renferme pas de nombre supérieur à 
tous les autres, et que la seconde ne renferme pas de nombre 
inférieur à tous les autres. 

3. Montrons qu'on peut réaliser le cas 3°. 

On sait qu'il n'exisle aucun nombre rationnel x tel que 
x^ = 2, et que, étant donné un nombre positif rationnel e, il 
est possible de trouver deux nombres positifs rationnels x' et x" 
tels que a?'^ < 2 < x"^ 
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avec 2 — ar'« < e, ar''^ — 2 < e. 

Rangeons dans une première classe À les nombres négatifs, 
nul, et les nombres positifs a* pour lesquels x^ << 2, dans 
une seconde classe B les nombres positifs x pour lesquels 
a?' > 2. On a effectué ainsi une coupure, car tout nombre 
rationnel fait partie de Tune des deux classes, et tout nombre 
de Â est inférieur à tout nombre de B. 

11 n'y a pas dans A de nombre supérieur à tous les autres, 
c'est-à-dire que si x appartient à A, on peui trouver dans k 
un nombre x' '^ x. Il suffit évidemment d'examiner le cas oii 
X est positif. On a o?^ < 2; prenons e rationnel et positif tel 
que e <; 2 — a?2 ; on peut trouver x' > tel que x'^ < 2 
avec ^ — x'^<e. On aura 2 — ar"^ < e < 2 — a:^ d'où 
ar'* > x^y X > x^ et x' appartient à A. 

De même, il n'y a pas dans B de nombre inférieur à tous les 
autres, car si x appartient à B, on a a?^ > 2 ; soit e ration- 
nel tel que <; e < a:' — 2 ; on peut trouver a?' tel que 
a?'2 > 2 avec a'* — 2 < e, d'où a?'« — 2 < ar^ — 2, d'où 
x' < X, et x' appartient à B. 

On peut réaliser le cas 3^ de telle sorte que, a et 6 étant deux 
nombres rationnels donnés (a < h)^ a fasse partie delà pre- 
mière classe et b delà seconde. Remarquons que, dans l'exemple 
précédent, fait partie de A, 2 fait partie de B. Cela posé, ran- 
geons dans une classe A' les nombres rationnels x tels que 

—7 fait partije de A, dans une classe B' les nombres ra- 

— a 

tionnels x tels que -~ ^ fait partie de B. Comme il y a 

équivalence entre les conditions 

2(ar— a)^ ^x' — a) 

x<x' et -7 < — ^T '-7 

— a — a 

on voit que tout nombre de A' est inférieur à tout nombre 
de B'^ qu'il n'y a pas dans A' de nombre supérieur à tous les 
autres, ni dans B' de nombre inférieur à tous les autres; de 
, plus. A' contient a, B' contient b. 
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4. Quand une coupure remplit les conditions du cas 3^, on 
convient de dire qu'elle définit un nombre irrationnel X, qui est, 
par définition, supérieur à tous les nombres de la première 
classe, inférieur à tous les nombres de la seconde. 

Nous dirons que Tensemble des nombres rationnels et irra* 
tionnels constitue l'ensemble des nombres réels ou, simplement, 
des nombres. 

En résumé, une coupure étant effectuée dans Tensemble des 
nombres rationnels, il y a un nombre réel auquel tout nombre 
de la première classe est inférieur ou égal, et auquel tout nom- 
bre de la seconde classe est supérieur ou égal. Nous dirons que 
ce nombre est défini par la coupure considérée. 

5. D'après la définition du nombre irrationnel X, on recon- 
naît que, si a et 6 désignent deux nombres rationnels : 

Les conditions a < X, X < ^ entraînent a <b; 

Les conditions a<ih^ 6 < X entraînent a < X ; 

Les conditions X < a, a < A entraînent X < ô. 

Si a < X, il y a des nombres rationnels c (en nombre infini) 
tels que a < c < X. 

Si a > X, il y a des nombres rationnels c (en nombre infini) 
tels que X<c<a. 

6. Soient deux nombres irrationnels XetV; soient A, B les 
première et seconde classes correspondant à X, A' et B' les pre- 
mière et seconde classes correspondant à V. Il y a trois cas pos- 
sibles : 

1° A et A' sont identiques; il en résulte que B et B' sont aussi 
identiques. Les nombres X et X' sont définis parla mèmecoupure; 
nous dirons qu'ils sont égaux : V = X. 

â'' Il y a dans A' un nombre a qui n'est pas contenu dans A. 
Ce nombre appartient à B et n'appartient pas à B'. Tout nombre 
de A est inférieur à a, qui appartient à B, et comme a, apparte- 
nant à A', est inférieur à tout nombre de B', il en résulte que 
tout nombre de A est inférieur à tout nombre de B'. Par suite, 
A et B' n'ont aucun élément commun; tous les nombres de A, 



DÉFINITION DES NOMBRES IRRATIONNELS 13 

font partie de A', tous les nombres de B' font partie de B. Un 
nombre rationnel x ne peut se comporter, par rapport à X et X', 
que de trois manières : 

I. X fait partie de A, par suite de A'; on a 

a: < X, a? < X'. 

IL X fait partie de B et de A'; on a 

ar>X, a:<X'. 

Cette catégorie comprend au moins le nombre a ; elle com- 
prend une infinité de nombres, car il y a, dans B, dont fait 
partie a, un nombre <a, soit b; tous les nombres ration- 
nels compris entre 6 et a font partie de cette catégorie. 

III. X fait partie de B', par suite de B; on a 

ar>>X, ar>X'. 

Par définition, nous dirons qu'on a 

X < V. 
30 II y a dans A un nombre qui n'est pas contenu dans A'. 
Ce cas ne diffère du précédent que parce que les rôles des nom- 
bres X et V sont permutés ; nous dirons qu'on a 

X'<X. 
De cette étude et des définitions données, il résulte que, si 
X et X' sont deux nombres irrationnels : 

Pour que X = X', il faut et il suffit que tout nombre ra- 
tionnel inférieur à l'un de ces nombres soit inférieur à l'autre; 
Pour que X < X', il faut et il suffît qu'il existe un nombre 

rationnel a tel que 

X<a, a<X'. 

7 . L'ensemble des nombres réels est ordonné, c'est-à-dire que, 
si X, [1, V, sont trois nombres réels tels que 

on a X < V. 

Ces faits se trouvent établis : 1® dans le cas où les trois 
nombres sont rationnels (| 1) ; 2<> dans le cas oii un seul des trois 
nombres est irrationnel (§ 5) ; 3° dans le cas oii le nombre 
intermédiaire est rationnel, les autres étant tous deux irration- 
nels (I 6) ou non (| 5). Dans le cas général, prenons deux 
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nombres rationnels a, 6, tels que 

X<a, a<fA, l^<à, 6<v. 

De a<^iiy ii<,by on déduit a<^. 
De a<;ô, 6<;v, on déduit a<v. 
De X < a, a < v, on déduit ^ •< v. 

Entre deux nombres réels différents existent des nombres 
rationnels; cela est vrai quand les deux nombres sont rationnels 
(1 1), quand Tun des deux est rationnel et l'autre irrationnel 
(1 5), et enfin quand ils sont tous deux irrationnels (| 6). Entre 
deux nombres réels différents existent aussi des nombres irra- 
tionnels : on prend d'abord, entre les deux nombres donnés, 
deux nombres rationnels a et b; le second exemple du |3 
montre qu'il y a entre a et 6 un nombre irrationnel. 

8. Les nombres irrationnels supérieurs à sont dits positifs ^ 
ceux qui sont inférieurs à sont dits n^^a/i/^. Soit X un nombre 
irrationnel positif; soient A et B les première et deuxième 
classes correspondantes. Appelons A' l'ensemble des nombres 
opposés (*) à ceux de B^ B' l'ensemble des nombres opposés à 
ceux de A : on a ainsi une coupure, la première classe A^ n'a 
pas d'élément supérieur à tous les autres, B' n'a pas d'élément 
inférieur à tous les autres ; il y a donc un nombre irrationnel 
X' supérieur aux nom*bres de A', inférieur aux nombres de B'. 
Comme est contenu dans A et par suite danà B', X' est néga- 
tif. Nous dirons que V est le nombre opposé à X. On écrira 

V = — X, X = — V; 

on dira, comme pour le cas des nombres rationnels, que X et X' 
ont pour valeur absolue commune X : 

I X I = I X' I = X. 

Il est évident que X = (x entraine — X = — [jl, que 
X <; (ji entraine — [jl < — X, quels que soient X et [ji. 



(^) On emploie aussi Texpression « symétriques », ou encore « égaux et de 
signes contraires •>. 
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BORNES SUPÉRIEURE ET INFÉRIEURE D'UN ENSEMBLE 



9. Soit E un ensemble quelconque de nombres réels. Un 
nombre rationnel a peut se comporter, par rapport à E, de 
deux manières : 

1^ a est inférieur ou égal à un nombre de E; 

â"" a est supérieur à tous les nombres de E. 

Il y a certainement des nombres rationnels vérifiant la con- 
dition i*. Si aucun nombre rationnel ne vérifie la condition 
2"", c'est quMl existe dans E des nombres supérieurs à tout 
nombre rationnel (et par suite à tout nombre réel) ; nous dirons 
alors que E est illimité supérieurement. 

Dans le cas contraire, l'ensemble E est dit borné supérieure- 
ment ; les nombres rationnels se partagent alors en deux classes, 
la première composée des nombres vérifiant 1**, la seconde com- 
posée des nombres vérifiant "t*; ce partage constitue une cou- 
pure, car tout nombre de la première classe est inférieur ou 
égal à un certain nombre de E, lequel est inférieur à tout 
nombre de la seconde classe. Le nombre réel M, défini par cette 
coupure (| 4), est dit la borne supérieure (*) de l'ensemble E. 
Il possède les deux propriétés suivantes : 

1® Tout nombre de E est inférieur ou égal à M. 

2° Si X est un nombre inférieur à M, il y a dans E un 
nombre supérieur à X. 

La propriété i<> résulte de ce qu'il est impossible qu'un 
nombre a de E surpasse M, car alors un nombre rationnel a 

•■ 

CI Ou encore limite supérieure. 
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tel que a;>a >> M appartiendrait à la seconde classe rela- 
tive à M, tout en étant inférieur à un nombre de E, ce qui est 
impossible. La propriété 2® résulte de ce que, si X < M, un 
nombre rationnel b tel que X < 6 < M appartient à la pre- 
mière classe, donc il y a dans E un nombre supérieur ou égal 
à 6, par suite supérieur à X. 

Ces deux propriétés ne peuvent appartenir qu*au seul 
nombre M, car un nombre inférieur à M ne vérifie pas !•, un 
nombre supérieur à M ne vérifie pas 2®. 

De la double propriété caractéristique du nombre M résul- 
tent les conséquences suivantes : 

Dans le cas où l'ensemble E contient un nombre plus grand 
que tous les autres, M est égal à ce nombre. 

Si El est un ensemble contenu dans E, la borne supérieure 
de El est inférieure ou égale à la borne supérieure de E. 

Si tous les nombres d'un ensemble E sont inférieurs ou 
égaux à un nombre A, il en est de même de la borne supé- 
rieure de E. 

Un nombre quelconque X est la borne supérieure de l'en- 
semble des nombres inférieurs à X. 

10. On établit de même les propositions suivantes : 

Étant donné un ensemble de nombres E, ou bien il y a dans 
E des nombres inférieurs à tout nombre réel, Tensemble est 
dit alors illimité inférieurement ; ou bien il y a des nombres in- 
férieurs à tous les nombres de E, qui est alors dit borné infé- 
rieurement. Dans ce second cas, il existe un nombre m qui est 
dit la borne inférieure de E, et qui est caractérisé par la double 
propriété suivante : 

1® Tout nombre de E est supérieur ou égal à m; 

2® Si X est un nombre supérieur à m, il y a dans E un nom- 
bre inférieur à X. 
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Si E contient un nombreplus petit que tous les autres, m est 
égal à ce nombre. 

Si El est un ensemble contenu dans E, la borne inférieure 
de El est au moins égale à la borne inférieure de E. 

Si tous les nombres de E sont supérieurs ou égaux à un 
nombre A, il en est de même de la borne inférieure de E. 

Quand un ensemble est borné à la fois supérieurement et in- 
férieurement, on dit qu'il est borné, 

11. Au lieu de dire qu'un ensemble est illimité supérieure- 
ment, nous conviendrons de dire qu'il a pour borne supé- 
rieure -+- 00 ; et de même nous dirons qu'un ensemble a pour 
borne inférieure — oo, s'il est illimité inférieurement. Tout 
se passe alors comme si^ à l'ensemble II des nombres réels 
(que nous appellerons nombres /îm's), on adjoignait deux élé- 
ments : l'un, H- 00, supérieur par définition à tout nombre 
réel ; l'autre, — oo, inférieur à tout nombre réel. Nous dési- 
gnerons par R' l'ensemble R augmenté des éléments n-oo, 
— 00, qui seront dits nombres infinis et seront considérés 
comme opposés l'un à Tautre ; d'après les conventions faites, 
R' est ordonné. Nous considérerons quelquefois des ensembles 
pouvant comprendre des éléments quelconques de R'. On peut 
dire à ce sujet qu'wn ensemble d'éléments appartenant à R' a 
toujours une borne supérieure et une borne inférieure, qui sont 
des éléments de R'. Le mot nombre, employé seul, signifiera un 
nombre fini. 
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12. Nous considérerons des suites infinies de nombres telles 
que 

(1) Ml, M2, * • . 1 Wn, .... 

On dit qu'une telle suite a pour limite le nombre \ [ou encore 
que Un tend vers X quand n croît indéfiniment) si, quels que 
soient les nombres X' et X" satisfaisant aux conditions 

(2) X'<X<X\ 

il y a un entier p tel que, pour n>p, ona 

(3) X'<ti„<X*. 

Nous donnerons quelquefois une portée plus grande à là no- 
tion de limite, en supposant que X peut être un élément quel- 
conque de R' (1 11): ainsi, X peut être égal à H-oo (auquel 
cas il n'y a pas lieu de considérer de nombre X*'), ou à — oo 
(auquel cas il n'y « pas de nombre V). 

Nous dirons que la première définition correspond au sens 
ordinaire du mot limite, et que la deuxième définition corres- 
pond au sens étendu. Le mot limite, employé seul, sera entendu 
dans le sens ordinaire. 

13. Suites non décroissantes. — Considérons le cas particulier 
où la suite (1) est non décroissante, c'est-à-dire où l'on a 

Soit X la borne supérieure de l'ensemble des nombres de la 
suite. Je dis que la suite a pour limite X (sens étendu). En effet, 
si X">X, les Un sont tous inférieurs à X'; si V<;X, l'en- 
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semble des w„ contient au moins un nombre supérieur à X', 
tous les nombres de la suite qui suivent celui-là ont la même 
propriété ; donc la condition (3) est vérifiée quand n dépasse 
une certaine valeur. 

Si les Un sont tous inférieurs à un certain nombre A, on 
peut affirmer que la limite X est un nombre fini, au plus égal 
à A ; dans le cas contraire, X est égal à -hoo. 

Suites non croissantes. — De la même manière, on reconnaît 
qu'une suite non croissante, soit 

a pour limite sa borne inférieure X; si les u„ sont tous supé- 
rieurs à un certain nombre, X est fini ; dans le cas contraire, X 
est égal à — oo. 

14. Reprenons maintenant le cas général d'une suite de nom- 
bres quelconques 

\*) Wj, t/2, ••«« Ufi9 •••• 

Désignons par M;, et m^ les bornes supérieure et inférieure 
de l'ensemble des nombres 

^P9 ^p-h^9 ^P+29 •••• 

On a 

Ml ^ M2 ^ • • • ^ Mp ^ . . . , 

rwi <m2< ■• <?Wp< .... 

Tous les nombres M^ et m^ appartiennent à R'; soient M la 
borne inférieure des nombres M^, m la borne supérieure des 
nombres rrip. 

Je dis qu'on a M > m. Car si on avait M < w, il y au- 
rait un nombre X tel que M < X < m ; pour certaines valeurs 
de n, on aurait Mn<X<mn, d'où M„<mn, ce qui est 
impossible. 

M est dit lapZM5g'ra«rfe/imi7ede la suite (1), m sa, plus petite 
limite. Le nombre M a les propriétés suivantes : 
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!• Si a>M, les nombres de (i) sont tous, à partir d'un 
certain rang, inférieurs à a ; 

2** Si a< M, il y a, quel que soit p^ un entier n'^p tel 
que Un > a. 

Cette double propriété ne peut appartenir qu'à un seul nom- 
bre; elle caractérise donc le nombre M. De même, m possède 
la double propriété caractéristique suivante: 

1*» Si a<w, les nombres de (1)sont tous, à partir d'un 
certain rang, supérieurs à a ; 

2° Si a> m, il y a, quel que soit p, uin entier n > p tel 
que Un < a. 

15. Dans le cas ou la suite (1) a une limite (sens étendu), soit 
X, je dis qu'on a M = m = X. En effet, si X ' et X' sont tels que 
V<X<;X'', quand n surpasse une certaine valeur p, on a 

X'<t/n<X% 

d'oii 

V<m„<M„<X\ 

et aussi 

V < m < M < X". 

On voit que M et m sont au moins égaux à tout nombre X', 
par suite aussi à la borne supérieure X de ces nombres ; de 
même ils sont au plus égaux à la borne inférieure X dès nom- 
bres X". Donc M = m = X. 

Réciproquement, supposons M = m. Posons M = w = X . 
Soit X'< X = m, X" > X = M. Quand n dépasse un certain 
entier p, on a 

M„<X% w„>X', 

et, par suite, 

X'<M„<X% 

ce qui montre que la suite (1) a pour limite X. 
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Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que la suite 
(i) ait une limite (sens étendu) est qu'on ait M = m^ et cette 
valeur est alors la limite. 

On reconnaît ainsi que la limite^ si elle existe^ est unique. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la suite (1) ait 
une limite {finie) est que les nombres }&. et m soient égaux à un 
même nombre fini, 

16. Si la suite Ui, U2, . . .9 Un, ... a pour limite A, la suite 

— Ui, — «2, . . > — Wn, ... a pour limite (— X). Car, 
soient a et p tels que «< — ^<CP; ona(|8) — P<C^<1 — *; 
donc, quand n dépasse une certaine valeur p, on a 

— P < w„ < — a, d'où résulte a <; — Wn <; p ; cela exprime 
que ( — Un) tend vers ( — X). • 

Dans les mêmes conditions, la suite |Ui|, |tia|, ..., |u„|, ... 
a pour limite | X | . En effet : 

10 Si X = 0, soit e > ; quand n surpasse un certain 
entier j9, on a — e < Wn < e, d'où < | u^, | < e. 

2o Si X>0, quand n surpasse un certain entier p, on 
a Mn>0, et par suite le nombre |ti„| = u„ tend vers 

X = |X|. 

30 Si X<0, quand n surpasse un certain entier p, on 
a Wn<0, et par suite le nombre |m„| = — Un tend vers 

(-X)=:|X| 
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17. Soit X un nombre, soit a un nombre rationnel positif- 
Cherchons à comparer X à tous les nombres na, (n étant un 
entier positif, nul ou négatif), soient 

(1) ..., — 2a, — a, 0, a, 2a, 3x, .... 

Prenons d'abord deux nombres rationnels a, b, tels que 
a<X<6; prenons un entier/) inférieur au nombre ration- 
nel — > un entier 9 supérieur au nombre rationnel — ; on a 

a oc * 

pa^a <x<;6<;9a. 

Bornons-nous à considérer les nombres na de la suite (1) 
pour lesquels p < « < ç ; ils sont en nombre fini, le premier 
est inférieur à X, le dernier est supérieur à X ; parmi ceux qui 
sont inférieurs ou égaux à X, prenons le plus grand, soit nx ; 
le nombre suivant (n-f-l)a, est supérieur à X. Ainsi, on a 

(2) na<X<(n-h4)a, 

et il y a une seule valeur entière qui, mise à la place de w, 
vérifie les conditions (2). Les nombres na, (n -+- l)a, ainsi dé- 
finis, sont les valeurs approchées à a près^ par défaut et par 
excès ^ de X. 



18. Si on remplace a par un nombre a' tel que a' == -—, 
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4 

k étant entier et > l, on reconnaît que dans la suite qui rem- 
place (l), soit 

figurent les termes de (1)^ en particulier na et (n + l)a, de 
sorte que la valeur approchée par défaut à a' près de X, n'a', 
est au moins égale à na; de même, (n'-i-i)a' est au plus 
égal à (n -h i)a. 

Prenons une suite de nombres rationnels positifs si, a^, 
..., a„, ... tels que les quotients — > — ? ..., 



soient des entiers supérieurs à 1: /^i, ^s> •••9 ^n» •••; 
( On peut prendre par exemple «n = -77^- ) • I^^lï^s ces 
conditions, a„ tend vers quand n croit indéfiniment, car 

finit par être inférieur à tout nombre positif donné. 

En désignant par (i„ et v^ les valeurs approchées de X à a„ 
près, par défaut et par excès» on a 

(i) Wi < Wj < . . . < w„ ^ . . . , 

(2) «1 > î^l ^ . . . ^ t?n > . . . , 

(3) Un<,y^< Vn, 

(4) r« — t/„ = a„. 

Si on désigne par \l la borne supérieure des w^,, par v la 
borne inférieure des v^ on déduit de (3) : 

(5) |i<X<v. 

Je dis qu'on ne peut avoir tx<v, car alors soient deux 
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nombres rationnels a, by tels que 

HL<a<6<v; 

prenons n assez grand pour que 

a„ < 6 — a. 
On a Un<a<:b<^Vn, 

d'où 

ce qui contredit (4). 

Ainsi on a fJ^ = '^» 

d'où 

X = (Jl = V. 

Ainsi X est la borne supérieure des nombres u„ et la borne 
inférieure des nombres Vn ; c'est aussi, par conséquent, la limite 
commune des deux suites (1) et (2). Donc : 

Tout nombre peut être considéré comme la limite d'une suite 
de nombres rationnels non décroissante ou non croissante. 

Si X est irrationnel, aucun nombre w„ n'est égal à X. 

19. Si X est un nombre^ et si e est un nombre positifs on peut 
trouver deux nombres rationnels a et b tels que 

a<X<6, b — a<£. 

En effet, prenons d'abord un nombre positif rationnel r^ < e. 

7) 7J 

Si X est rationnel, on prendra a = X — —> 6 = X-+--— • 

Si X est irrationnel, on prendra pour a et ô les valeurs 
approchées de X à t) près, par défaut et par excès. 
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20. Soient deux nombres différents a: et y; soit x<^y. 
Considérons tous les couples de nombres rationnels (a, b) véri- 
fiant les conditions 

(1) ar<a<6<t/, 

et formons les différences b — a; ce sont des nombres positifs 
dont Tensemble A est borné ; car il y a des nombres rationnels 
a, p, tels que a<ar, y<?>, et toutes les différences b — a 
sont inférieures à p — a. L'ensemble A a donc une borne 
supérieure, qui est un nombre positif X. 

Dans le cas où a? et t/ sont rationnels, parmi les couples (a, b) 
vérifiant (1) se trouve le couple a = x, b = y^ et la diffé- 
rence correspondante y — x est supérieure à toutes les autres 
différences de A. On a donc dans ce cas 

(2) y — a? = X, x — 1/ = — X. 

Dans le cas où x et y ne sont pas tous deux rationnels^ nous 
conviendrons de définir leur différence par les équations (2). 

Si a: = y, nous posons 

X — y = y — X = 0, 

Ainsi, étant donnés deux nombres quelconques, la diffé- 
rence de ces deux nombres est parfaitement définie. 

21. Les conditions 

a?' < a? < y < y' 

entraînent 

y_a:<y' — a?', 

car tous les nombres qui figurent dans Tensemble A relatif 

■ 

k X et y figurent aussi dans l'ensemble analogue A' relatif 
à x' et y'. 

Si Ton sait que deux nombres ar et y sont compris entre 
deux nombres x' et y', on a certainement 

\y — x\ <\y'-^x'\. 
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22. Soit une suite de nombres 

D'après les 1 14 et 15, trois cas sont possibles : 

i° Il V a une limite finie X. Alors M = m = X. Soit e>0. 
Nous pouvons, d'après le 1 19, prendre a et ? rationnels tels 

que 

a<X<p et p— a<c. 

Il y a un entier p tel que, pour n > p, on a 

a<Wn<?'. 

Si fJL et V sont deux entiers supérieurs à p, on a donc (§ 21) 

2M1 y a une limite infinie; M et m sont égaux, soit à -H oo , 
soit à — 00 ; soit, par exemple, 

M = m = -+-Q0 . 

Quel que soit l'entier p, et quel que soit le nombre A, il y a 
n';>p tel que w„>A. 

Donnons-nous arbitrairement un nombre rationnel positif A, 

prenons un terme quelconque de la suite (I), soit %. Prenons 

un nombre rationnel B > u^ ; B -h A est un certain nombre 

rationnel ; nous pouvons trouver v > fx tel que m^ > B h- A . 

Des conditions 

w^.<B<B4-A<M„ 

on déduit (§ 21) 

|w^-Wv|>(B-hA)^B = A. 

On remarquera que A est arbitraire et que {x et v peuvent 
être choisis supérieurs à tout entier p. 
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On aurait une conclusion identique dans le cas de 

M = m = — 00 . 

3** Il n'y a pas de limite. On a M >• m. Soient a, ^ deux 

nombres tels que 

w<a<P<M. 

Quel que soit p, il y a ja > p et v > p tels que 

d'où résulte 

I M^ — Wv I > P — a. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les théorèmes 
suivants : 

23. Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que la suite [i)ait une limite {finie) est que, à tout nombre positif 
Ê corresponde un entier p tel que les conditions \L^p^ v>p, 
entraînent \u^ — tt^ I < £• 

1° La condition est nécessaire, parce que, d'après l'étude du 
cas 1° (§ 22), elle est remplie si la suite a une limite finie. 

2<» La condition est suffisante, car elle n'est pas remplie dans 
les cas 2** et 3', puisqu'il y a alors un nombre positif (A dans le 
cas 2**, p — a dans le cas 3°) auquel certaines différences 
\u^ — livl sont au moins égales, \l et v pouvant être choisis 
supérieurs à tout entier p. 

24. Théorème IL — Si Von a deux suites 

\1) î/i, Mj, • • •> ^UJ • • • 9 

(2) Ul, Viy . . . , U„, . . . , 

dont la première a pour limite un nombre X, la condition néces- 
saire et suffisante pour que la seconde ait aussi pour limite À 
est que \ un — u„ | ait pour limite 0. 

i^ La condition est nécessaire. Supposons que la suite (2) ait 
pour limite \ comme la suite (1). 
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Soit t un nombre positif, prenons a et ^ tels que 

a<X<p et P — a<Ê. 

Quand n surpasse un certain entier p^ on a 

a<M„<P et «<Wn<P, 

t étant un nombre positif arbitraire, ceci exprime que 
\Un — Vn\ a pour limite 0. 

2<> Pour montrer que la condition est suffisante, je vais mon- 
trer qu'elle n'est pas remplie si v„ ne tend pas vers X. Dans 
cette hypothèse, des deux nombres M et m relatifs à la suite 
(â), l'un au moins n'est pas égal à À ; Tune au moins des deux 
hypothèses X < M, X > m est vérifiée, sans quoi on aurait 
tn>X>M, et comme M>m, on aurait M = m = X. 

Soit, par exemple, X < M. Soient a, p deux nombres tels 
que 

X<a<p<M. 

Quand n dépasse une certaine valeur, on a 

Un < a, 

et, quel que soit p, pour une certaine valeur de n>p^ on a 

De Mn < a < P < Vn 

résulte 

lUn — Vnl > P — a. 

Il est donc impossible que | w« — v„ | ait pour limite 0. 
La conclusion est la même dans le cas de X > m, ce qui 
démontre le Théorème II. 

25. En considérant le cas particulier où les nombres tin sont 
tous égaux à un même nombre X, auquel cas la suite (i) a évi- 
demment pour limite X, on arrive à la conclusion suivante : 

Théorème III. — Pour qu'une suite Ui, t72, ...,!;„» ... ûif 
pour limite un nombre X, il faut et il suffit que \vn — X | ait 
pour limite 0. 
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26. Théorème IV. — Si Von a deux suites 

Wj j U^f • • • 9 Un9 • • • > 
Vlj ^2» • • • » ^nj • • • 

ayant respectivement pour limites X et jx, Un — Vn a pour 
limite X — \l. 

Dans le cas où X = fi, ce théorème se réduit à la partie 
1*» du Théorème II. 

Considérons le cas oii X :7e: ^jl. 

Supposons par exemple X << fjt. Soit e un nombre rationnel 
positif. On peut déterminer quatre nombres rationnels a, 6, c, d 
tels que 

(1) a<X<ô<c<fjt<rf 
avec 

(2) h — a<C^i d — c<<e. 

Quand n dépasse un certain entier /?, on a 

(3) a<Un<h <C <Vn<d. 

On déduit respectivement de (1) et (3) 

c — ô < {A — \ <^d — a^ 
c — 6 ^ «n — Un<^d — a, 
d'où 

\{vn — Wn) — (hi — X) I < rf— -a — (c — b). 

Comme, d*après (2) (a, 6, c, rf, e étant rationnels) 
d — a — (c — b) = d — c-hA — a<26, 
et que e est un nombre positif rationnel quelconque, on a 

lim |(rn — w„) — (fi — X)| = 0, 
c'est-à-dire, d'après le Théorème III, 

lim {Vn — Wn) = fJL — X. 

Comme les nombres opposés à Vn — Un et [x — X sont 
Un — Vn et X — [X (I 20), on a aussi (§ 16j 

lim (Mn — î^n) = X — |Jt 

et 

lim|Wn— Vn| = |X--;x|. 
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27. Une lettre qui sert à désigner un nombre pouvant recevoir 
des valeurs distinctes, est dite une variable. Si, à chacune de ces 
valeurs, correspond, suivant une loi qu'on indique, un autre 
nombre, on convient de considérer ces derniers nombres comme 
les différents états de grandeur d'une même variable, qui est 
dite fonction de la première; celle-ci prend le nom de variable 
indépendante ou encore d'argument de la fonction. C'est ainsi 
que, dans les suites (l) (Sections III et VI), le nombre «„ est une 
fonction de n défmie pour toutes les valeurs entières positives 
de n. Citons, comme exemples de fonctions définies pour toutes 
les valeurs réelles de la variable x : la partie entière de x 
(valeur approchée de a: à une unité près, par défaut) ; le nom- 
bre (—oc); la valeur absolue de x: \x\; le nombre x lui- 
même. 

De même, si on considère un système de deux ou plusieurs 
variables, et si, à chaque système de valeurs attribuées à ces 
variables, correspond un nouveau nombre, on regarde ces der- 
niers nombres comme les états de grandeur d'une fonction des 
premières variables : celles-ci sont alors les variables indépen- 
dantes. Par exemple, on apprend, en arithmétique et en algèbre 
élémentaire, à faire correspondre à un système de deux nombres 
rationnels a et 6 des nombres qu'on désigne par a + 6, 

a — 6, aby -r» Chacun de ces nombres est une fonction des 



variables a et ^; les trois premières sont définies pour tous les 
systèmes de,valeurs rationnelles des variables ; la dernière est 
définie pour tous ces systèmes, sauf ceux pour lesquels b = 0. 
Autre exemple : le nombre x — y, défini dans la Section V, est 
une fonction des variables x et y définie pour tous les systèmes 
de valeurs réelles attribuées à ces variables. 



NOTIONS DE FONCTION ET DE CONTINUITÉ 31 

28. Si a et b sont deux nombres tels que a<6, on 
appelle : 

1° intervalle (a, è), l'ensemble des nombres x tels que 

2o intervalle ( — « , a), l'ensemble des nombres x tels que 

— oo<a? <a ; 

S'* intervalle (a, -f-oo), Tensemble des nombres x tels que 

a< a?<-4-oo; 

4® intervalle (— », -hoo ), l'ensemble de tous les nombres 
réels. 

Le premier de ces intervalles est dit borné; les autres ne le 
sont pas. Un nombre x est intérieur à un intervalle s'il y a des 
nombres x', x'\ appartenant à l'intervalle et tels que xf <,x< x". 
Dans chacun des quatre cas considérés, tout nombre x appar- 
tenant à l'intervalle défini est intérieur à cet intervalle , sauf 
a et b dans le cas 1**, a dans les cas 2** et 3°. Si une suite de 
nombres a?!, a?2, . . . , a7„, . . . tend vers un nombre Xq intérieur 
à un intervalle donné, ar„ est, pour les valeurs de n qui sur- 
passent un certain entier, intérieur à cet intervalle. 

Étant données deux ou plusieurs variables a?, y, . . . et 
des intervalles de variation correspondant à ces variables, on 
appelle champ l'ensemble des systèmes de valeurs a?o, y^, ... 
attribuées aux variables a?, t/, . . . et telles que chacune de 
ces valeurs appartient à l'intervalle de variation correspondant. 
Le champ est borné si tous ces intervalles sont bornés; il est 
alors défini par des conditions de la forme 

a <^ J7 <^ a', 6 <^ 2/ ^ 6', . . . , 

a, a', 6, 6', . . . désignant des nombres finis. Il y a aussi des 
champs non bornés, tels que 

a <^ a? < 4- 00, b^y <^b'. 

L'ensemble de tous les systèmes de valeurs attribuées 'aux 
variables a?, y, ... est le champ 

— oo<a:<4-oo, — oo<î/<-|-od, .... 

Pour abréger, nous dirons qu'un système de valeurs attribuées 
aux variables a?, y, . . est un point; le point est rationnel si 
toutes ces valeurs sont rationnelles. 
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Un point (ar^, t/o» • • •) ®st dit intérieur à un champ si chacun 
des nombres Xq, t/©» • • • ^st intérieur à Tintervalle correspon- 
dant. 

On dit que la suite de points (xi, i/i, . . .)» (^s» !/2' •••)' 
. • .5 (^nj î/n,. • • )• • • • « powr Zimt/e le point (ar^, j/^, . . .) {ou 
tend vers ce point) si l'on a lim Xn = x^, lim t/„ = j/q, ... 

29. Supposons qu'une fonction /\ar, y, ...) d'une, de deux 
ou de plusieurs variables soit définie en tous les points d'un 
certain champ C (le champ se réduisant, dans le cas d'une 
seule variable, à un intervalle): on dit que f{x, y, ...) est 
définie dans le champ C. 

On dit que f{x^ t/, ...) est continue au point (x©, t/o» • • •) 
du champ C *i, pour toute suite de points de C: (xi, j/i, . . .), 

(xa, j/2> ...)»•••> (^«> 2/n, ...)i ••• tendant vers {xo, yo, . . .)» 
on a 

lim /*(xn, i/„, . . .) = /"(^o, !/o, . . .)• 
Si cette condition est remplie pour tous les points (xo, j/o> . • . ) 
de G, on dit que f est continue dans C. 

30. Les fonctions de la variable X suivantes : ( — x), jxj, qui 
sont définies dans le champ — 00 < x <-4-oo, sont conti- 
nues dans ce champ, car, d'après le § 16, la condition 

lim x„ = Xo 
entraine 

lim (-^ Xn) = — aJo, lim |x„| = |xo|. 

Au contraire, la partie entière de x n'est pas continue car, en 

prenant par exemple Xn = 1 9 (n = 1, ï, 3, . • .) et 

n 

Xo == 1, on a lim x„ = Joj mais la partie entière de x„, 

qui est 0, quel que soit n, ne tend pas vers la partie entière 

de Xo qui est 1 . 

La fonction x — y des deux variables x et y est continue 

dans le champ — oo<x<4-oo, — oo<2/<-hoo, car, 

d'après le Théorème IV, § 26, les conditions lim Xn = Xo, 

lim yn = t/o entraînent lim (x„ — ?/„) = Xq — yo. 
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31. Considérons plus spécialement les fonctions définies pour 
des systèmes de valeurs rationnelles attribuées aux variables: 
nous les appellerons fonctions d'arguments rationnels. 

Une fonction d'arguments rationnels /(a?, j/, ...) supposée 
définie en tous les points rationnels d'un champ C est dite 
définie dans ce champ. Elle est dite uniformément continue 
dans G si, à tout nombre positif s, correspond un nombre 
positif a tel que, pour deux points rationnels (a?, y, ...), 
(x', y' y . . .) du champ C satisfaisant aux conditions 

(1) \X'-X'\<CL, |y_-y'|<a, 

on a 

Il est évident que cette condition est remplie pour toute valeur 
positive de e si elle est remplie pour toute valeur positive 
rationnelle attribuée à e. 

32. Les fonctions d'arguments rationnels aj-t-y, x — y 
sont uniformément continues dans le champ 

— 00<J7<-4-oo, — ^ <y < -H'oo. 

En effet, pour satisfaire aux conditions (2) qui s'écrivent ici 

\{x-\^y) — {x'-hy')\<e, |(a:-t/)-(x'_T/)|<e, 

e étant Un nombre rationnel positif, il suffit de satisfaire aux 
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suivantes : 

\ic—^'\<Y \y-y'\<'^' 

On prendra donc a = -s- • 

33. La fonction d arguments rationnels art/, qui est définie en 
tout point rationnel, est uniformément continue dans tout 
champ borné. Soit le champ borné C 

a, a', 6, b\ étant des nombres finis. Prenons un nombre positif 
rationnel A supérieur à toutes les valeurs absolues des nombres 
a, a\ 6, b'\ on aura, pour tout point du champ C, 

(1) \x\<k, |t/|<A. 

Il s'agit de satisfaire, e étant positif et rationnel, à la con- 
dition 

(2) \xy--afy'\<t, 
qui peut s'écrire 

Cette condition sera vérifiée si Ton vérifie les suivantes : 

que nous remplacerons, en tenant compte de (1), par 
\x-x'\k<^. \y^y'\k<:L. 

e 

On satisfait donc à (2) en prenant a = — -• 

X 

34. La fonction — est définie en tout point rationnel pour 

lequel y ^0. Si donc on cx)nsidère le champ borné G 

a ^ X ^a\ b <^ y <^ b\ 

X 

pour que — soit définie dans ce champ, il faut et il suffit que 
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b et b' soient deux nombres différents de et de même signe. 
Cette condition étant supposée remplie, je dis que — est 

• y 

uniformément continue dans le champ C. 

Prenons un nombre positif rationnel A supérieur aux valeurs 
absolues de a, a', ft, b\ et un nombre positif rationnel |ji infé- 
rieur aux valeurs absolues de ^ et ^'; on aura, pour tout point 

du champ C, 

|a?|<A, ix<|2/|<A. 

Il s'agit de satisfaire à l'inégalité 

X x' 

qui se transforme en 



<e, 



<e, 



\y\'W\ 

ou 

\{x — x')y — {y — y')x\ 



<s. 



Nous remplaçons cette inégalité par la suivante : 

\(x — x')y — {y — y')x\ 



^' 



<e, 



et cette dernière par les deux suivantes : 



\x — ar'IA e \y — y'|A 



e 



La question sera donc résolue en prenant 

2A' 
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35. Soit /{Xyt/y ...) une fonction d'un ou plusieurs ar- 
guments rationnels, supposée uniformément continue dans 
tout champ borné où elle se trouve définie. (C'est le cas, 

d'après les §§ 32, 33, 34, pour a? -4- y, x — y, ary, — ) . 

y * 

Un point (ar, r/, ...), rationnel ou non, peut avoir la pro- 
priété d'être intérieur à un champ dans lequel f est définie. 
[Cette condition est remplie par tout point (a:, y) dans le cas 
des fonctions ar-i-y, x — y, xy; par tout point (^r, y) pour 

lequel y ^0^ dans le cas de — Nous allons définir une 

fonction F(ar, y, . . .) qui sera définie en tous les points possé- 
dant la propriété précédente, qui sera égale à /"(a:, t/, ...) en 
tout point rationnel où f est définie, et qui sera continue (§ 29) 
dans tout champ où elle se trouvera définie. 

Soit (xo, I/o. . . .) un point possédant la propriété indiquée : 
il y a donc un champ borné C auquel (xq, yo» • • .) est inté- 
rieur, et tel que f est définie et uniformément continue dans C. 

On peut trouver une suite de points rationnels tendant vers 
(^0, 2/0, ... ), soit 

(1) (a?!, J/i, . . .), (a?2, J/j, . • •)? . • •> {^m J/n> • . •}> • • • 

Du fait que (xq, i/o» •••) est intérieur au champ G résulte 
que, quand n dépasse une certaine valeur, le point (ar„, t/nj . . ) 
appartient au champ C ; nous supposerons que cette con- 
dition est remplie pour tous les points de la suite (1). 
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l** Je dis que la suite de nombres 

(2) f(Xi, J/l, . . .), f{Xu yt, . . .), . . . , f(Xn, yn, ...),... 

a une limite. Pour le prouver, rappelons que, à e > corres- 
pond a > tel que, pour deux points rationnels du champ C : 

(a?, y 9 . . .)? (x'y !/'» • • Oj les conditions 

(3) |a?-a/|<a, |y-y'|<a, . ... 

entraînent 

On a 

lim Xn = a?o, lim j/n = t/o, 

Appliquant le Théorème I (i*») (| 23) aux suites (en nom- 
bre fini) Xn9 j/„, . . . , on voit qu'à a correspond un entier p, 
tel que, pour fx > p, v > p, on a 

6t par suite, d'après (4), 

I A^v^ Vpi, . . ')—f(x., !/v, . . .) I < e. 

D'après le Théorème 1 (S*»), comme e est arbitraire, Cela signifie 
que f(Xn9 t/nj . . . ) * ^^^ limite X. 

2° Je dis que la limite X n'est pas changée si on remplace la 
suite de points (i) par une autre suite de points rationnels du 
champ C tendant aussi vers (j?o, yo, . . .)» soit 

(^15 !/i5 . • Os (^85!/«--.)» •..> (^nj^nj-..)» 

En eflfet, d'après le Théorème II (!*•) (| 24), des conditions 
lim Xn = .To, ( lim t/n = //o? 

lim < = xo, ( lim y'^ = t/o, 

on déduit que, quand n dépasse une certaine valeur jo, on a 

et par suite / 

I fi^^n, yn. . . .) — /«» !/n. . . .) | < £• 

BAIBE. — NOMBRES IBRÂTIONNELS . 3 
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D'après le Théorème II (2"), cela signifie que /"(ar^, y;, ...) 
tend vers la même limite que flxn, yny . • .)» c'est-à-dire vers X. 
Ainsi X ne dépend que de (Xq, t/o» • •)• 

3° Quand (xo, j/oi • • . ) est un point rationnel, on a 
X = /*(aro, Vo» . . .)• l' suffit, pour vérifier ce fait, de supposer que 
tous les points de (1) sont identiques à (opo, t/o, ...): la limite 
de (2) est alors /*(a?o, j/o, . . ). 

On reconnaît ainsi qu'une fonction devant remplir les condi- 
tions imposées à F doit nécessairement, au point (a?o, yo» ...)» 
avoir pour valeur X. Nous poserons donc F(a?o, yo> . . .) = X. 

Je dis que F a la propriété suivante : 

4"" e et a ayant la même signification que plus haut, pour 
deux points (a?, y, ...), (a?', y',...) ^u^/con^ues du champ C, les 
conditions 

(5) |a?-a?'|<a, |j,-y'|<a, 

entraînent 

(6) |F(a?,y, . . .)~F(a/,y', . . .) | ^ e. 

Si 0? 7^ x\ prenons une suite de nombres rationnels 
a?!, 072, •..» 3Cny ... compris entre x et x' et tendant vers a?; pre- 
nons de même une suite de nombres rationnels x\^x'^^ ...^ 
a?;», ... compris entre a: et a?' et tendant vers ar'. Si ar = ar', 
prenons une suite de nombres rationnels ari, x^^ ...» Xn^ ... ten- 
dant vers X et tous contenus dans Tintervalle de variation de x 
relatif au champ C ; prenons Xn = x^* On a ainsi dans tous 
les cas 

En opérant de même pour chacune des autres variables y» •.., 
on obtient deux suites de points rationnels appartenant au 
champ C: 

(«^1» yi» •••)> v'^'â» yî> •••)> •••» \^ny Uny •••)5 ••• 
V^l*!/l> •••/> yp^yV^y •••)} •••> \^ni yn» •••)» •*• 



J 
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ayant respectivement pour limites les points (a?, t/, ...) et 
{x\ y', • . . ), et tels que 

On a donc, quel que soit n. 

D'après le Théorème IV (|26), le premier membre a pour 

limite le nombre | \im f{xn9 yn, ..) — lina fi^n^ y'n^ ...) I, c'est- 
à-dire I F(a?, j/, . . .) — F{x\ t/', . . .) |. Donc 

(6) |F(a?,î/, ...)~F(a?', j/', ...)Ke. 

Cela étant, la fonction F(a:, y, . . . ) est continue dans tout 
champ où elle se trouve définie; car, soit une suite de points 
quelconques 

\^i9 yi9 • • • j» (*^2> 2/25 • • • jî • • • 9 y^n9 yny • • • j? • • • 

ayant pour limite le point (a:, t/, . . .). Supposons F définie en 
tous ces points. Prenons un champ G auquel (ar, y, ...) soit 
intérieur. Soit e > ; déterminons a de manière que les 
conditions (5) entraînent (6). Quand n dépasse une certaine 
valeur p, le point {xn, y m ...) est intérieur à C, et d'autre 
part on a 

d'où, par suite, 

I F(ar, y, . . .) — F(arn, t/n, . . .) K ^ 

ce qui montre que F(irn, j/ns • • .) a pour limite F(a?, j/, . . .). 

On voit en résumé que le problème proposé est résolu et con- 
duit à une fonction bien déterminée . On dira que cette fonction 
F est la fonction f étendue^ et le procédé qui permet, en partant 
de /*, de définir F, sera appelé principe rf'ea^fensfon. 

36. Puisque chacune des fonctions d'arguments rationnels : 

X 

a? H- y, X — j/, art/, — est uniformément continue dans 

y 
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tout champ borné où elle se trouve définie, le principe d'ex- 
tension est applicable à ces fonctions, et donne naissance à des 
fonctions d'arguments quelconques, que nous désignerons en- 

core par a: h- y, x — y, xy, — , et que nous appellerons 

y 

somme, différence, produit, quotient ; les trois premières sont 
définies en tout point (x, y), la dernière en tout point pour le- 
quel 2/^0; chacune d'elles est continue dans tout champ où 
elle se trouve définie. Cette définition est nouvelle pour 

X 

x4-T/, arj/, — ; en ce qui concerne x — y, nous avons 

déjà défini sous ce nom (Section V) une certaine fonction qui se 
réduit, quand x et y sont rationnels, à la différence x ^y 
définie en arithmétique et algèbre élémentaire, et qui est con- 
tinue (§ 30) : cette double propriété montre l'identité de la dé- 
finition de X — y de la Section V avec la définition ac- 
tuelle. 

1 

I.e nombre — (qui est défini si x ^ 0) est dit Vinverse 

X 

de X. 



37. De la définition de F résulte la propriété suivante : Si un 
point (xo, yo» • . .) ^st intérieur à un champ G, et si les valeurs 
de f{x, y, ...) aux points rationnels de C sont comprises 
entre des nombres M, m, le nombre F(a:o, yo> ...)est aussi 
compris entre M etw. 

En particulier, on déduit de là que, si x et y sont positifs, 

X 

X -^ y, xy, — sont aussi positifs, car, en prenant des nombres 
rationnels a, a\ b, h', tels que 

< a < a: < a', < 6 < y < ^', 

X 

les fonctions d'arguments rationnels a? -f- y, a?y, — » dans le 

champ C : 

a < a? < a'* ô *^ y < 6', 



I 



J 
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ont des valeurs au moins égales respectivement aux nom- 
bres positifs 

a-^by axb, -77; 

0' 

il en est donc de même des fonctions de variables quei- 

conques ar h- y, art/, — considérées dans le même champ ; 

elles ont donc des valeurs positives. On voit aussi que, x étant 

1 

positif, — est positif. 

X 

38. Si une fonction est continue dans tout champ où elle se 
trouve définie, nous dirons simplement, pour abréger, qu'elle 
est continue. 

Soient x, y, ... des variables, /*, ©, ... des fonctions de ces 
variables, chacune des fonctions /, ©, ... pouvant être fonc- 
tion, soit de toutes les variables a:, y, . . . , soit seulement de cer- 
taines d'entre elles. Les variables ^ <p, ... peuvent être les ar- 
guments d'une nouvelle fonction F(/*, ç, . . .), qu'on peut alors 
considérer comme une fonction <ï>(ar, y, . . .) des premières va- 
riables ar, j/, . • . , par Tintermédiaire des fonctions ^ <p, ... ; on 
dit que c'est une fonction composée de x, t/, . . . ou, dans le cas 
d'une seule variable x et d'une seule fonction intermédiaire /*, 
une fonction de fonction. C'est ainsi que, ar, y, z étant trois va- 
riables prenant toutes les valeurs réelles, ar -h (y -h 2)9 
a? X (y -h 2) sont des fonctions de x, y, z, par l'intermédiaire 
de a? et y -h z. On a, à ce sujet, le théorème suivant : 

Si /*, 9, ... sont fonctions continues de x, y^ ... et si F est 
fonction continue des variables /*, cp, ..., la fonction 4>(a?, y, ...) 
== F(/*, <p, ...) est fonction continue dex^ y, ... 

Soit, en effet, une suite de points 

tendant vers un point (xq, yo, ...). On suppose que F se trouve 
définie en chacun de ces points, ce qui suppose que/*, «p, ... 
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sont définies en tous ces points, et que, en posant, pour 
n= 1, 2, ... et n = 

F est définie pour tous les points (^, (p„, . . .). 
Puisque /, ç, ... sont continues, on a 

lim fn = ^, lira <pn = <po, ...» 

et F étant continue en tant que fonction de /*, «p, ..., ou a 

lim F(/*n, <p„, ...) = F(/o, foj .••) ; 

ce qui s'écrit 

La proposition est donc démontrée. 
39. Si une égalité de la forme 

où /* et (p sont des fonctions continues des variables a:, y, ..., 
est démontrée quand le* point (a?, j/, . . .) est rationnel, elle a 
lieu également pour tout point appartenant à un champ dans 
lequel / et <p sont définies. En eff'et, soit ( Xq, j/o, . • •) un tel 
point; il y a une suite de points rationnels (a?t, y a ..•)> 
(a?2, 1/2, ...), ..., (xn, i/n, • • •)> ••• tcudaut vcrs (xo, t/o^ ...) 
et en chacun desquels f et ^ sont définies. On a, pour 
n = 1, 2, . . ., 

d'où 

lim /*(x„, î/n, . . = 'ina ?(^»5 !/n, • • •)> 

c'est-à-dire, à cause de la continuité de f et cp, 

/l^05 y 09 •••) = 9(^o> 2/0, .••). 
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40. Montrons que les règles de calcul algébrique qui sont 
établies en Algèbre élémentaire dans le cas où les variables 
reçoivent des valeurs rationnelles s'appliquent au cas où ces 
variables sont quelconques. 

Toutescellesde ces règles qui sont relatives à la transformation 
des égalités au moyen des quatre opérations élémentaires résultent 
d'un certain nombre de principes qu'on peut exprimer par les 
formules suivantes, où x, i/, z désignent des nombres ration- 
nels : 

(1) a? -4- j/ = 2/ -4- ar, 

(2) (x-i- y) 4- z = a?-+- (y -H z), 

(3) ar + = X, 

(4) a: — a: = 0, 
(8) — a? = — ar, 

(6) a?-+-(— y) = ar — y, 

(7) • a?x(-y) = -(a?xy), 

(8) (-^)X(-y)=a?Xî/, 

(9) a?xO = 0, 

(10) a:Xi = ar, 

(11) xXy = yxx, 

(12) (xXy)xz=xx(yxz), 

(13). {x + y)xz = {xxz) + {yxz), 

(14) ~ = ^ {x^0\ 

du 

(15) xx^ = ^. (y 7^0). 

Toutes les fonctions qui figurent dans l'un ou l'autre membre 
de l'une de ces égalités sont des fonctions continues de ar, t/, z 
[en vertu, pour ce qui concerne les égalités (2), (6), (7), 
(8), (12), (13), (15), du I 38] ; donc, d'après le § 39, ces 



44 EXTENSION DU CALCUL ALGÉBRIQUE 

équations sont valables pour toutes les valeurs, rationnelles ou 
non» des variables. Ainsi se trouve étendu tout le calcul algé- 
brique relatif aux transformations d'égalités par addition, sous- 
traction» multiplication et division. 

41. Pour étendre aux nombres quelconques les deux règles 
fondamentales du calcul des inégalités (addition d'un même 
nombre aux deux membres, multiplication par un même nom- 
bre positif), rappelons que, d'après la défmition des nombres 
opposés, il y a équivalence entre les conditions x > et 
— a? < 0, et que, d'après la définition de la diflférence, il y a 
équivalence entre les conditions a?>t/ et x — y >0. 

Cela étant, quels que soient ar, y, z, de a: > y on déduit 
a? — y > 0, ce qui, d'après le calcul des égalités étendu, peut 
s'écrire (a? ■+■ z) — (y -H z) > 0, d'où a? -h 2 > y + z ; donc 
cette dernière inégalité résulte de j? > y. 

On a vu (1 37) que, de x> Oy y > 0, résulte xy > 0. 

Cela posé, si l'on a a? > y, et z > 0, on peut écrire suc- 
cessivement X — y > 0, z(x — y) > 0, zx — zy > 0, 
zx'^zy; on peut donc déduire cette dernière de x ^y. 

En résumé, tout le calcul algébrique relatif aux transforma- 
tions d'égalités et d'inégalités par addition^ soustraction^ multi- 
plication et division s'applique aux nombres quelconques. 

42. Par combinaison des quatre opérations fondamentales 
effectuées sur des variables a?, y,..., on obtient des fonctions qui 
sont les fonctions rationnelles de {x^y, ...); 'elles compren- 
nent comme cas particulier les polynômes^ obtenus en n'effec- 
tuant que les trois premières opérations. 

D'après le principe du | 38, une fonction rationnelle des va- 
riables (ar, y, ...) est Continue; si u, u, ...sontdes fonctions con- 
tinues de (j?, y, ...), une fonction rationnelle de u, v, ... est 
fonction continue de x^y, ..., dans tout champ où elle se 
trouve définie ; comme cas particuliers de cetXe proposition, la 
somme^ lé produit de plusieurs fonctions continues^ le quotient 
de deux fonctions continues sont des fonctions continues. 
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43. Transformons la déiinition de la continuité donnée au 
I 39. Soit f(x,yt ...) une fonction des variables ar, y, ..., définie 
dans un champ G, et qu'on suppose continue au point (oto, t/o? •• •)• 
Soit a un nombre positif; considérons le champ r : 

On reconnaît que si (xq, t/oi-.) est intérieur au champ C, le 
champ r, quand a est suffisamment petit, est entièrement con- 
tenu dans G ; cela n'a pas lieu quand (aro, 2/ov) n'est pas inté- 
rieur à G, mais les champs G et r ont toujours un certain 
champ commun, il sera entendu, dans la suite, que Ton désigne 
par champ r Tensemble des points contenus dans G et satisfai- 
sant à (i). 

Les valeurs de /'aux points du champ r forment un ensemble 
de nombres qui a des bornes supérieure et inférieure M» et mç, ; 
si on remplace a par un nombre inférieur a', le nouveau 
champ r' obtenu est contenu dans r; donc on a, pour les 
nombres M^', wia', qui remplacent M» et m», 

Ma > Ma', Wa < m^.. 

Soit maintenant une suite décroissante de nombres positifs 
tendant vers 0: aj, a^, ...,«„, ... Appelons M„ et win les bornes 
supérieure et inférieure de / dans le champ Vn défini par les 
conditions (l), où Ton remplace a par «„. On a 

(2) M, >M2> >Mn> , 

m 1 <^ Wls <$ • • • <^ THn ^ • • • • 
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Ces deux suites ont des limites que je désigne respectivement 
par M et m. 

Comme chacun des nombres M„ est au moins égal à 
A^o> 2/oj ••.)> 0" 21 ^> fi^o9 !/o» ...). Je dis qu'on ne peut 
avoir M> /Kxo, t/o, .••)• Si cela était, en prenant X tel que 
M > X > f{Xf^, yo, ...), on aurait M„ > X ; on pourrait 
trouver dans le champ Ti un point (a?i, yi, ...) tel que 
A^i» y»» •••)>^ l ^^^^ ^«» ^^ point (a?s, ya, ...) tel que 
fi^tiVii •••) > \ ••• > et généralement, dans le champ r„, un 
point (ar„, t/n? ...) tel que /*(ar„, j/n? ...) > X. La suite des points 
(xi, j/i, . .)» (^2, 2/a, ...)» •••> (a?n, 2/n5 ...)» ••• tend vers 
(a^o> yo> -O? puisque a„ tend vers et que \ Xn — a?o | < «n, 
I !/»~~!/o I "^ "n5 •••• I^oï^c /(aTn, î/„, ...) doit tendre vers 
•/î^o» !/o> •..)> c® <l"î ^t contradictoire avec le fait que tous les 
nombres f{xn9 j/n, ...) surpassent X > f{xo^ yo> •••)• 

Donc f(xQy t^o, ..•) = M; de même f(xo^ j/©» •••) = ^' 

Les suites (2) ont pour limite commune f(xoy t/o» • • •)• ^^ ^^ 
résulte que, étant donné e > 0, on peut déterminer n de 
manière que M„ et Wn diffèrent de /^(ar^, j/o» . . .) de moins de e, 
et par suite a de manière que, en tout point {x, y, ...) du 
champ (1), on ait 

(3) fixo, t/o, ...) — e</*(a?, !/,,..)< /"(a^o^î/o» ...)-^e. 

Réciproquement, si on suppose qu'à tout nombre positif e 
correspond a > tel que, dans le champ (1), on a la condi- 
tion (3), f(Xt y, . . .) est continue au point (a?oi yo» . •)• ^^9 
soit une suite de points 

(P^i9 yi> • • • j> v*^25 !/2» • • • Vi • • • » v«^n» yn> ...},... 

tendant vers (£i?o, yo, . . .) ^ quand n dépasse une certaine valeur 
p, le point (a?n, yn, . • •) est contenu dans le champ (i), donc 
la condition (3) est vérifiée en remplaçant (a?, y, ...) par 
(i^niVrif ...); ceci montre que f(xny yny .,.) a pour limite 
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A^09 yoi ••)• Ainsî^ la définition de la continuité au point 
(xo, î/o> . . • ) peut être remplacée par la suivante : 

La fonction f[x^ y, . . .) est continue au point (a?o, j/o» • . .) **> 
â tout nombre positif e correspond un nombre positif a tel que 
les conditions 

\x—Xo\<:a, I2/ — !/o|<a, 

entraînent 

I f{x, y, . . .)— A^o, yo, . . .) I < e. 

44. Si une fonction d'une seule variable f(x)y continue dans 
l'intervalle borné (a, 6), prend pour a et 6 deux valeurs diffé- 
rentes, et si X est un nombre compris entre ces valeurs, il y a au 
moins un nombre Xq de l'intervalle pour lequel /(a?o) = X. 

On a a < b; soit, par exemple, /*(«) < f{b), et soit X 

tel que 

/•(a)<X</'(ô). 

D'après la continuité de /*(a?), il y a certainement un nombre 
a' > a tel que, dans (a, a'), f{x) est toujours < X, et un 
nombre b^ <b tel que, dans (6', 6), /"(ar) est toujours > X. 
Considérons les nombres c compris entre a et b et tels que, 
dans Tintervalle 

a ^ X ^ c, 

f(x) est constamment <;X. L'ensemble de ces nombres com- 
prend a', ne comprend pas les nombres supérieurs à 6'; la 
borne supérieure Xq de cet ensemble est donc telle qu'on a 

a <i Xo <ib. 

D'après la définition de a?o, pour tout nombre x intérieur à 
(a, Xo), on a f{x) < X, tandis que, quel que soit a > 0, 
l'intervalle (a, a?o -H a) contient des points où f(x) > X. 
Donc l'intervalle (a?o — «, Xo-h «) contient des points où 
f{x) < X et d'autres où f{x) > X ; donc les bornes supé- 
rieure et inférieure de f dans cet intervalle comprennent 
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entre elles X, et comme elles tendent toutes deux vers f{xQ) 
quand a prend une suite de valeurs tendant vers 0, il en résulte 
que /*(xo) = X. 

On exprime ce fait en disant qu'une fonction continue d'une 
variable ne peut passer d'une valeur à une autre qu^en passant 
par toutes les valeurs intermédiaires. 

45. Une fonction d'une ou plusieurs variables, continue dans 
un champ borné, est bornée et atteint, en certains points du champ^ 
chacune de ses bornes supérieure et inférieure. 

Je démontrerai d'abord la proposition préliminaire sui- 
vante : 

Soit f{Xy y 9 . . .) une fonction quelconque définie en tous les 
points d'un champ borné C ; soit M la borne supérieure (finie 
ou non) des valeurs de f aux points de C. Je dis qu'il y a un 
point (xo, j/o» . . .) ^® C tel que, quel que soit e > 0, dans le 
champ 

la borne supérieure de /* est M. 
Soit C le champ borné à p variables 

(i) a<<x <^a', à <^y <^b\ 

Partageons C en 2p champs partiels, chacun d'eux s'obtenant 
en remplaçant dans (1) l'intervalle de variation (a^a')^ soit par 

(rt, — 5 — ^» soit par ( — 5 — > a' V et opérant de même 

pour chacune des variables y, . . . La borne supérieure de f est 
égale à M dans Tun au moins de ces champs, car la borne dans 
C est égale à la plus grande des bornes dans les divers champs 
partiels. Soit C^ un champ partiel dans lequel f a pour borne 
supérieure M ; désignons Ci comme il suit : 

(2) Oi < 07 < aj, ^1 < y < ^1, 
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On a a <^ tti^a'i ^ a\ 

, a — a 

ttj — tti = — s — ? 



^i — Oi = — 3— > 



En opérant sur Ci comme on a opéré sur C, et répétant indé- 
finiment l'opération, on obtient des champs Ci, C2, ...,Cn,.** 
en chacun desquels / a M pour borne supérieure. Si an^ a'n^ 
bn9 b'nj ..• correspondent à Cn comme a, a\ b, b\ ... k C, on a 

a ^ fli ^ ^2 ^ ... '^ a» "^ ... 
a' J> ai > ai > ... ^ aj, > ... 

b <^ bi "^ bz^ . . . ^ 6„ ^ ... 
b'>b[>b'^> ..,>b'^> ... 



avec 



CLn — CLn ^= 



a —a 



2« 



h'n-hn^ 



b'-b 

2» 



Les nombres a„, a'^ ont donc une limite commune x^, les nom- 
bres bn^ bn une limite commune t/o» etc; . . 

Le point (a?o, yo>. • •) est tel que, quel que soit e > 0, le 
champ 

(3) aro-e< a?< aro-+-e, !/o — « ^ !/ ^ !/o -H e, 

contient, quand n est assez grand, le champ C„ 



an*^ X ^ a'n^ 



K<y < K> 



dans lequel la borne supérieure de /* est M. Donc f a pour borne 
supérieure M dans (3), quel que soit e > 0. 

Appliquons cette proposition au cas où /*(a?, y,..) est conti- 
nue dans le champ C. 

Comme, dans le champ 



|a? — a?o|<e. 



I y — î/o K «» 
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la borne supérieure de f est M, quel que soit e, il en résulte, 
d'après la continuité de f (| 43), que 

Cela montre en premier lieu que M est un nombre fini, c'est- 
à-dire que f est bornée supérieurement, et en second lieu que 
f atteint la valeur M en un point au moins. De même, on mon- 
trera que f est bornée inférieurement et atteint sa borne infé- 
rieure en un point au moins. . 



46. Étant donné un ensemble E de nombres, ayant pour 
bornes supérieure et inférieure M et w, le nombre positif ou 
nui Cl) = M — m est dit V oscillation de E. En particulier, 
Toscillation de l'ensemble des valeurs que prend une fonction f 
aux points d'un champ C oii elle est définie est dite l'oscillation 
de f dans ce champ; si G est contenu dans C, l'oscillation 
de f dans C est < à Poscillation dans C. 

Soit f{x^ t/, ..,) une fonction continue dans un champ 
borné C. En écartant le cas où / aurait la même valeur en 
tous les points de C (fonction constante), l'oscillation de f dans 
C est un nombre positif b>. Considérons un nombre positif & 
inférieur à o). Soit (a?o, yo» ••••) ^^ point du champ. Si on 
considère, « étant positif, le champ r 

en vertu de la continuité, l'oscillation de / dans r tend vers 
quand a tend vers 0; donc elle est <e pour des valeurs 
assez petites de a ; d'autre part, quand a est assez grand, r 
contient G, par suite l'oscillation dans r surpasse e. Soit ^ 
la borne supérieure des nombres a tels que l'oscillation de f 
dans r est < e : p est un nombre fini et positif, bien déter- 
miné pour chaque point (a?o, y^» . • •) du champ. Donc p est 
une fonction <p(a?, y, . . .) définie dans le champ C; je dis que 
c'est une fonction continue de (a?, y, . . . ). 
En effet, soit Po la valeur de p au point {x^^y^y ...)\ pre- 
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r 

nons ï) > tel que Po — 27) > ; soit (oTi, yi, . . . ) un point 
de C tel que . 

(1) |a?i — Xo|<Ti, |j/| — !/ol<^> 
Considérons les quatre champs 

(2) C |a?-Xo|<Po-^, lî/-!/ol<Po-^, 

(3) C |^-aîo|<Po-+-^o \y-Vo\<^ + r^. ..., 

(4) G. |x-a?,K?o-2Ti, |y-t/,|<p,-.2r,, ..., 

(8) g; \x-x,.\<%-^2r^, \y^y^\^i^^^2-n, .... 

On voit que (i) et (4) entraînent (2), que (1) et (3) entraî- 
nent (5); donc Gi est contenu dans G, C[ contient G'; donc 
Toscillation dans Gi est < e comme dans G, et l'oscillation 
dans C[ est >e comme dans G'. Gela montre que la valeur 
pi de p au point (ari, t/i, . . .) est comprise entre p^ — 2ti et 
Po-f-2Y), sous les conditions (1); tq étant arbitraire, p est 
continue; donc p a une borne inférieure y qui, étant atteinte 
en un certain point, est positive. Pour tout point (x^y i/o, . . .) 
du champ G, les conditions 

(6) la: — a?o|<Y> lî/ — î/o|<ï, 
entraînent 

(7) I /*(a?, y, . . .) — A^o, !/o, . . .) I < e. 

En résumé, étant donné e > 0,. il y a un nombre positif y 
tel que, (a?, y, . . .) et (xo, y 09 • . .) étant deux points quelcon- 
ques de G vérifiant les conditions (6), il en résulte (7). Ge fait, 
démontré pour le cas de e < w, a lieu a fortiori pour toute 
valeur positive de e ; il a lieu évidemment pour le cas, écarté 
précédemment, d'une fonction constante. On exprime la pro- 
priété obtenue en disant que toute fonction f{x, y, . . .) continue 
dans un champ borné est uniformément continue dans ce champ. 
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47. Une fonction f{x) d'une variable ar, définie, soit pour 
toutes les valeurs d'un intervalle, soit seulement pour certaines 
de ces valeurs, est dite croissante si, x' et x" étant deux nom- 
bres pour lesquels elle est définie, la condition 

(i) x'<^x'' 

entraine 

(2) f(x') < /-(x*) ; 

elle est décroissante si (1) entraine 

(3) f(x') > /-(.r^). 

Il est évident que si /' est croissante, — f est décroissante ; à 
toute propriété des fonctions croissantes correspond une pro- 
priété des fonctions décroissantes. 

Les fonctions a-^-x^ axx (celle-ci dans le cas de a > 0) 
sont croissantes dans l'intervalle (— oo, h-oo) en vertu du 
calcul des inégalités étendu. De même, les fonctions — x, 
aXx (dans le cas de a < 0) sont décroissantes dans le 

1 

môme intervalle. La fonction — , dans l'intervalle (a, -+- oo ), 

X 

a étant positif, est décroissante. 

Soit f une fonction d'un argument rationnel définie pour tous 
les points rationnels d'un intervalle I (borné ou non), croissante, 
et uniformément continue dans tout intervalle borné contenu 
dans L On sait que le principe d'extension s'applique k f et 
donne une fonction F définie et continue dans l'intervalle L 
Je dis que F est croissante comme f. En effet, soient x' et x^ 
deux valeurs quelconques de l'intervalle, et soit a?'<<a?". On 
peut trouver des, nombres rationnels x\y jTj, ..., a?'„, .., 
et x% rtj, . . . , a?n, . . . tels qu'on ait 
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a?' < . . . <<<... <x'i<x"< ... <.<<... < a?% 

lim Xn = x', lim a?n = x". 

On aura 

F(^') = lim /-(a?;) < f{x\) < AO < liin/*«) = F(a?^), 

c'est-à-dire 

F(x') < FCa?"). 

De même, le principe d'extension, appliqué à une fonction 
d'argument rationnel décroissante et uniformément continue 
dans tout intervalle borné, donne une fonction continue décrois- 
sante. 

48. Soit / une fonction continue croissante dans un inter- 
valle borné (a, b) ; soient A, B les bornes inférieure et supé- 
rieure de f. La fonction doit atteindre la valeur A en un point 
de l'intervalle, qui ne peut être que a ; ainsi f(a) = A ; de 
même f(b) = B. La fonction étant croissante prend, pour deux 
valeurs distinctes de la variable, deux valeurs différentes; d'a- 
près le | 44, elle passe au moins une fois par toute valeur in- 
termédiaire entre A et B ; donc si X est tel que A < X < B, 
il y a une valeur et une seule de x pour laquelle f prend la 
valeur X. 

Ces résultats s'appliquent, avec quelques modifications, si 
l'intervalle de variation de x est non borné. Soit, par exemple, 
une fonction croissante dans l'intervalle {a, h- oc); la 
borne inférieure A est atteinte pour a; tout nombre X tel 
que A ^ X < B est atteint; la borne supérieure B, qui peut 
être, soit finie, soit égale à +00, n'est pas atteinte ; mais si 
X prend une suite de valeurs tendant vers h- 00 (sens 
étendu de la notion de limite), f{x) tend vers B. Par exemple, 
les fonctions croissantes a-^-x, axx (sia> 0), tendent 
vers -f- 00 en même temps que x ; la fonction décroissante 

— tend vers quand x tend vers -h 00. 

X 

Si l'intervalle de variation est ( — 00, h- oc), aucune des 
deux bornes n'est atteinte. 

BAIRE. — NOMBRES IRRATIONNELS 4 
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49. Dans tous les cas, qu'il s'agisse d'un intervalle borné ou 
non, désignons par e l'ensemble des valeurs que prend a?, par E 
Fenserable des valeurs que prend f{x) supposée continue et 
croissante : à toute valeur a: de e correspond une valeur X 
de E; et réciproquement, sion se donne un nombre X de E, il 
y a un et un seul nombre a? de e tel que f{x) = X ; donc 
ce nombre x peut être considéré comme une fonction de X 
que je désigne par «p(X). E constitue un intervalle, avec cette 
réserve que l'une des bornes de cet intervalle, même si elle est 
finie, peut ne pas faire partie de E. 

©(X) est croissante, car il y a équivalence entre les condi- 
tions x'<x" et f(x')<f{x"), 
c'est-à-dire, si /Ta/) = X', f(a/') = X", entre 

X'<X" et ©(XO<?(X"). 

Je dis que <p est continue, c'est-à-dire que si Xo, Xi, X2, . . . , 
Xn, ... sont des nombres de E tels que lim X„ = Xq, on a 
lim «p(Xn) = ?(Xo). Nous posons Xq = ?(Xo), a?„ = ©(X»). 
Supposons d'abord que Xq ne soit pas une borne de l'ensemble e, 
et prenons deux nombre^ x' et x" de e tels que 

X ^«^ Xq ^^ X • 

Ces conditions entraînent, en posant X' = f{x')y X''=zf(x")y 

X' < Xo < X'. 

Quand n dépasse une certaine valeur p, on a 

X' < X„ < X ', 
d'où résulte 

Cela exprime que Xn tend vers Xq ; donc cp(Xn) tend vers «?(Xo). 

Si Xo est, par exemple, la borne supérieure de l'ensemble e, 
il suffit de remarquer que Ton a alors Xn < x^ et de conser- 
ver seulement, dans les doubles inégalités précédentes, la pre- 
mière inégalité. » 

Il est donc établi que 7 est continue. La fonction <p(X) est 
dite la fonction inverse de f{x). 

De même, si f{x) est une fonction continue décroissante, en 
posant X = /(a?), x = cp(X), on reconnaît que cp(X) est 
une fonction continue décroissante. 
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OÉnNITION DES FONCTIONS "l/x, a", x», logx. 

60. La foDCtion X = a?*", m étant un entier positif, consi- 
dérée dans l'intervalle (0, -f-oo), est continue et croissante 
(d'après le calcul des inégalités étendu) ; elle est égale à pour 
a? = 0, et tend vers -h oo quand x tend vers -+- oo. On dési- 
gne la fonction inverse de X = ar"* par la notation 

a? = 7X; 

c'est la racine m« arithmétique du nombre positif X. On voit 
que c'est une fonction continue et croissante de X dans l'inter- 
valle (0, -h oo) ; elle est égale à pour X = 0, et tend 
vers +» en même temps que X. 

Si u est une fonction des variables a?, y^ ..., continue et non 
négative dans un champ^ Vt^ est définie dans ce champ et est 
continue, d'après le principe du § 38. 

51. D'après la théorie des radicaux arithmétiques et des expo- 
sants fractionnaires, nul et négatifs, on sait, en supposant 
défini 'Va (a > 0), comment on définit a*, x étant un nombre 
rationnel quelconque ; a"^ est ainsi une fonction d'argument 
rationnel, définie dans l'intervalle (— oo, -h oo) ; on démon- 
tre qu'elle a les propriétés suivantes : 

1* a* X a*' = a*+*' ; 

2« (a'f = a**' ; 

3** a" tend vers 1 si a? prend une suite de valeurs ration- 
nelles tendant vers ; 

4* Si a > 1 , a* est croissante ; si a < 1, a* est décrois- 
sante. 
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Je dis que la fonction d'argument rationnel a^ est uniformé- 
ment continue dans tout intervalle borné («, p). II s'agit de 
satisfaire à l'inégalité 

qui peut s'écrire 

Qx'\ a^*' — 1 I < e. 

Or» si A est un nombre positif supérieur à a"^ et a^ comme 
a«' est compris entre ces deux valeurs, tout revient à résoudre 

l'inégalité 

A.|a^" — l|<e, 

ou . |fl^x/__i| <-i. 

Or, cette inégalité est vérifiée quand on a 

\x — ar' I < a, 

a étant un certain nombre positif, d'après la propriété 3"^. 

Ainsi le principe d'extension s'applique à la .fonction d'argu- 
ment rationnel w et donne naissance à une fonction que nous 
continuons à appeler a^, définie pour toutes les valeurs réelles 
de a?, continue, croissante si a > 1, décroissante si a < 1, 
égale à 1 si a = 1. C'est la fonction exponentielle. 

Si a > 4, comme a*" tend vers h-oo en même temps que 
m si m est entier, a* tend vers -hoo si a? tend vers 4-oc. De 
même, a' tend vers si a? tend vers — oo. Le cas de a < i 
s'étudie de même. 

52. Les fonctions suivantes des deux variables a? et y: 
a'Xa^ et a^'^y sont toutes deux continues, car si on a deux 
suites : a?i, x^^ ..., a^n, ... tendant vers ar^,, et j/i, j/2) ..., ^n? ... 
tendant vers j/05 on a, d'une part 

lima*"=a-^o, lim aï'* = a*'© , 

d'où lim a'» . a^^ = a*o . a^^© ; 

d'autre part 

lim (x„ -h yn) = aro + j/o> 

d'où lim a^-^-v» = a'o+J'o. 
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Les fonctions continues a*, a^ et a^'^, étant égales quand x 
et y isont rationnels, sont aussi égales quand x et y sont quel- 
conques, d'après le § 39. Donc on a toujours 

53. La fonction de x, x"", où a est un nombre rationnel, est 

p 

continue ; car si a est positif, soit a == — • ar'* = V^?^ est 

fonction continue (| 50) de a?^, qui est elle-même fonction con- 

1 

tinue dé x; si a est négatif, soit a = — aV on a .x** = — ^» 

a?**' est fonction continue, donc x* aussi. 

54. Quand x et y sont rationnels, on a 

(1) (a^)v = a^. 

Etendons ce résultat au cas où ar et y sont quelconques. 
1** Supf>osons y rationnel, x étant quelconque; formons une 
suite de nombres rationnels Xi, arg, . ..^ x^ ... tendant vers x. 

On a lim a^» = a^ 

et par suite, d'après le | 53 {y étant rationnel), 

lim {a^-)v = (a^)î'. 

D^autre part, on a-, Xn et y étant rationnels, 

donc 

(a^)î/ = lim (a^njî' = lim a^»i' = aiîm^-'î' = a^. 

i* Supposons ar et y quelconques ; soit une suite de nombres 
rationnels i/i, t/2, • . . , y», ... tendant vers y* 
On a, d'après la continuité de la fonction exponentielle, 

lim (a^)^» = {a^y. 

D'après le cas 1**, on a 

Donc 

^ (a*)î' = lim (a-^)'^ = lim a^^'» = a ^I^^'î^» = a^^ 

L'égalité (1) est donc vraie dans tous les cas. 
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55. La fonction a*{a > et 7^ 1) étant définie dans Tin- 
tervalle (—00, -f- 00), et étant, soit croissante, soit décrois- 
sante, a une fonction inverse bien définie. On la désigne par 
logaor (logarithme de x dans le système de base a), Âinsi,il y a 
équivalence entre 

a* = X, X = logaX. 

Des propriétés fondamentales de l'exponentielle 

résultent les propriétés fondamentales des logarithmes : 

logaXY=logaXH-logaY, 

10gaXJ'= t/lOgaX. 

La fonction logarithmique logaX es l définie pour les valeurs 
positives de X, continue dans tout intervalle qui ne contient 
pas 0. Si a > i, elle est croissante, tend vers — 00 quand 
X tend vers 0, vers -h 00 en même temps que X. Si a < 1, 
elle est décroissante, tend vers 4- 00 quand X tend vers 0, 
vers — op quand X tend vers h- 00. 

56. La fonction x^ des variables xeiy est définie lorsqu'on 
a â? > 0, y étant quelconque. 

Je dis que c'est une fonction continue ; en effet, soit a un 
nombre quelconque > et ^z^ 1 ; soit x' = logaO?. 

On a xy = {a^^jy = a'^'v. 

Si deux suites a?i, .T2, . . . , ar^», ... et yi, t/g, . . ., y„, ... 
tendent respectivement vers x et y (les ar„ et x étant positifs), 
on a, en posant a/, = loga ir„, 

lim Xn = a/, 
lim x'^y^ = x'y, 

xv = a'^'y = ai^^'-î'» = lim a^'r^y- = lim (a^'»)^'» = lima-^«. 

L'égalité xy = lim xj» montre la continuité de la fonc- 
tion xy. 
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En particulier, si t/, supposé fixe, est égal à un nombre 
irrationnel a, on reconnaît la continuité de la fonction de x : 
x^ (x étant positif). 

La fonction u^y si u et v sont des fonctions de variables x, 
y y . . ,y est, dans un champ où u est positif, une fonction de 
(ar, y, . . .) ; si M et u sont fonctions continues de (ar, j/, . . .), 
il en est de même de t^^. 
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